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1.はじめに 
近年，日本では大規模な水害が多発しており，水災害
による被害を最小限に抑えることは急務な課題である．
水害の防止・軽減させるために，ダムや堤防などの建設
による「ハード対策」と，洪水予測やハザードマップな
どによる「ソフト対策」が行われている．ハード対策と
ソフト対策のいずれに対しても，水文資料から有用な確
率統計的特性値を引きだし，その情報を水工計画・管理
に活用する学問である水文統計解析が必要とされている． 
水文統計解析は，水文統計解析は一変数分布理論と多
変数分布理論に大別される．両理論の適用には，分布の
非正規性と水文量の時間的・空間的相関性が障害となっ
ている．治水計画 では標本は独立性と等質性を満足して
いると仮定する場合が多い．しかし，近年，治水・水資
源システムが複雑化し，従来の一変数分布理論では説明
できない問題も多くなってきている．例えば，多地点間
の水文量の関係，雨量と流量の関係，本支川問題，洪水
調節池の調節効果の問題などに多変数の確率的手法の導
入が要求されている1)．これまでは多数の相関研究がさ
れており，水文分野に用いられた多変数分布としては多
変数正規分布や，特定の周辺分布から構成した同時分布
（2変数Gamma分布や2変数指数分布など）に限られてい
る．それらの手法には以下に示す三つの欠点がある2)． 
i.  非線形な相関係を評価できない 
ii.  用いられる周辺分布は同じ分布型に限る 
iii. 周辺分布のパラメータを用いて相関性を評価する 
そのため，一般的には歪んだ分布である水文データに
従った変数間の相関関係を定量化することが困難である． 
そこで，変数間の多様な依存関係を記述できる関数で
あるコピュラ（Copula）理論の発展により，相関がある
多変量極値データをモデル化する分布を作成する方法を
提供することができるようになる3)．国内・外には金融
や保険などの分野で実用されている一方で，水文分野で
は研究され始めたところで，まだ未解明のことが多く，
日本で相関研究はまだされてない．そこで本研究では，
これらの問題を解決するためにコピュラ理論に基づく水
文分野における多変数解析手法（図−1に示す）を提案し，
その手法におけるアプローチと適用性の検討を行う． 
2.コピュラ理論の概要 
(1) 定義と基本的性質 
n種類の連続変量のリスク・ファクターを想定し，そ
れらを確率変数
1,... ,  nX X
で表す．確率変数
1,... ,  nX X
 
の同時分布関数  1 1 1,..., ,...,( )n n nF x x Pr X x X x  と
各変量単独の周辺分布関数   ( )i i i iF x Pr X x を考え
るとき次の式が成立する4)， 
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として同時分布関数と周辺分布関数をつなぐ関数 C(・)は，
コピュラと呼ばれている．各変量の確率変数X jを周辺分
布関数F(・)で変換してU i = F i ( X i )とすると，Ujは区間
[0, 1]  の一様分布に従う．このため，コピュラは多変量の
区間[0, 1] 一様確率変数
1( ,  ... , )nU U
の同時分布関数と解
釈することもできる． 
C (u1, . . . , un) = F (F1−1(u1), . . . , Fn−1(un))  (2) 
接合関数は多次元同時分布とその 1 次元周辺分布をつ
なぐ役割をもっていることを示す．よって，多次元分布
をモデル化するときに周辺分布と確率変数間の従属構造
を表す接合関数とを別々に特定化することが可能となり
便利である． 
(2) 数学構造 
本研究では数学構造が簡単で，実用範囲が広いの4種
類の1 パラメータ族を用いて検討を行う．具体的な関数を
表-1に明示する． 
 
図−1 コピュラを用いて相関関係にある各水文量の周辺分布から同
時分布を推定する手法のイメージ 
 (3)   相関関係の検討 
コピュラを比較する指標には， ①分布全体の相互依存
関係を抽出する指標と②分布の裾の相互依存関係を抽出
する指標とがある． 
分布全体の依存関係を抽出する指標としてよく用いら
れるのは線形相関係数であるが，線形相関は変量間の非
線形な依存関係を表現することはできない5)．コピュラ
について，分布全体の相互依存関係を抽出する指標とし
ては，各変量の大きさにはよらない順位相関係数(ケンド
ールのτ )が用いられる．各コピュラのパラメータとケン
ドールの τ には表-1の関係がある． 
一方，分布の裾に注目し，その相互依存関係を抽出す
る指標として裾依存係数があり，同時分布の上側裾依存
係数 λUと下側裾依存係数 λL はそれぞれ以下のように定義
される． 
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各裾依存係数が 0 より大きい時上側あるいは下側で漸
近従属といい，裾依存係数が 0 である時漸近独立という． 
図-2には式(3)と式(4)を用いて各コピュラの裾依存係数
を計算した結果である．裾依存係数は同じ値になっても，
裾の漸近部の依存性は違う傾向を持つことがわかる． 
(4) 同時分布と再現期間 
確率統計水文学ではしばしば確率年ないし確率水文量
という概念が用いられる．年最大水文量 X が独立に生起
し，ある特定の累積分布関数F (CDF cumulative distribution 
function)に従うと仮定すれば，次式が成立する． 
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確率水文量を求めるには，用いることとした分布の確
率分布関数F(x)を変量xについて解いた式に，非超過確
率Fを代入して算出する． 
そして，V = vが起こることを仮定した時変数Uの確率
分布は以下の式で求められる． 
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３. 応用アプローチ・実例検討 
水文イベントでは多数の変数が相互作用し，変数間相
関性がある場合が多い．計画の対象となる複数の水文量
の間に相関が存在する場合，コピュラ関数を用い，これ
らの水文量の関連を統計的に検討し，より合理的な水工
計画を作成することが望ましい． 
(1) 対象データ 
洪水イベントでピーク流量と累積流量の相関関係を対
象として，本研究では1966年から2013年まで48年間にお
ける利根川水系八斗島観測所の年最大ピーク流量データ
とそれを含めた平均3日累積流量データを用いた． 
それらの二変量のケンドールの順位相関係数を計算し
た結果は0.73となり，高い相関関係にあるといえる． 
表-1  本研究で用いたコピュラ 
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図-2 各コピュラの裾依存係数変化 
 
 (2) 周辺分布の推定 
周辺分布の推定では，ピーク流量時系列データには
Pareto II分布を用い，3日流量にはPareto III分布を用いた．
周辺分布のパラメータの推定には最尤法を用いた．ここ
で有意水準0.01とし，上記の分布においてコルモゴロ
フ・スミルノフ検定を 実施したところ，検定結果により
それぞれの仮定分布に従うことが検証された． 
(3) 同時分布の確定 
データのサンプル点の経験確率は次の式で経験分布か
ら算定する． 
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ここで，Nはサンプルのサイズ；i = 1, 2,…, N. 
上式を用い実測データの経験的同時確率を算出したと
ともに，コピュラ関数を用いて実測データの理論的同時
確率値を計算した（ここで，パラメータはKendall順位相
関係数を用い推定した）．得られた経験確率と理論確率
のリストプロットは図-4で示している．プロットした点
は対角線に並んぶほど，実測データセットは理論分布に
従うといえる．適合度を評価するために，この離れ具合
を検定統計量として検討する． 
確率分布モデルの適合度検証を行うため，本研究は赤
池情報量規準（Akaike` s Information Criterion: AIC）と平均二
乗誤差(Root Mean Squared Error: RMSE)を評価指標として使
用した．これらの方法の指標値であるAICとRMSEの値は
小さいほど，理論モデルは優れているといえる．その結
果は表-2に示す． 
 構築した確率分布モデルを用いてランダムサンプリン
グ（サイズ＝2000）を行い，そのシミュレート値と実測
データの値を図-5に示す． 
表-2に示すように，ガンベルはAICの値が最小であり，
フランクはRMSEの値が最小であることがわかる．しか
し，図-5に示すフランクのシミュレート値は極大値にな
るほど発散するようになり，実現象と異なることがわか
った．その原因としては，フランクの式構造による上裾
の依存性がうまく表せないためである．よって，コピュ
ラ関数を選択する場合では，実データとの適合度だけで
はなく，裾の依存性などの基本的性質に注意を払って選
択していくべきである． 
したがって，用いたデータが持つのような相関構造と
上側で漸近従属の特性を表すことができるGumbel-
Hougaard Copula を用い同時分布を構築した． 
Gumbel-Hougaard Copula を用い同時分布のPDFとCDFの計
算結果を図-6，図-7に示す． 
 
 
図-3 応用のアプローチ 
 
図-3 データと最適な分布型のフィッティング結果 
 
図-4 経験確率と理論確率の比較 
表-2  パラメータの推定と適合度の評価結果
 
 
図-5 実測データとシミュレ トー値の比較 
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 (4) 結果検討 
図-8には同時分布による二変数における再現期間の同
確率等値線を示す．周辺分布による各変数の再現期間と，
同時分布による総体の再現期間の関係が分かる．ここで，
各再現期間の様々な条件組合を確定することできる．よ
って，水文量同時生起の可能性を確率評価することがで
きる．例としては表-3に示す． 
図-9はピーク流量が指定された場合（周辺分布により
再現期間5，10，20年）に，3日流量の条件付き非超過確
率累積分布を示す．図-9に示すように3日流量の非超過
確率累積分布の分布型は条件としたピーク流量によって
異なることがわかる．原因としてはその二変量間に著し
い相互依存関係があり，それが構築した同時分布モデル
に表されたと考えられる．条件付き確率の計算式は以下
に示す通りである． 
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ここで，θはケンドール順位相関係数によって決まる
パラメータである．(10)式により，一個ないし複数個の
変量が指定された場合に，問題とされる変量の大きさや
その出現の可能性を推定することができる． 
４． まとめ 
本研究では，計画の対象となる複数の水文量の間に相
関が存在する場合に用いる新たな多変数確率解析手法の
提案を目的として，コピュラ理論を導入し水文分野での
適応性について検討した．さらに，水文分野での応用の
アプローチを提案し，実例検討を行うことで以下の結論
を得た． 
1）水文分野においるコピュラ理論を用い，新たな多
変量解析手法の必要性と適用性をした．コピュラ理論に
より導いた多変数確率分布関数は柔軟性を持ち応用範囲
が広いため，水文分野への適用の可能性を示した． 
2）水文分野への応用のアプローチを提案し，実例検
討を行った．多変数分布理論の適用に障害となっている
分布の非正規性と水文量の時間的・空間的相関性などの
問題の解決することが可能になった． 
3）応用においては、コピュラ関数の選択は極めて重
要なステップと考えられるが，関数の選択については，
データとの適合度だけではなく，裾依存性にも注意を払
ってコピュラを選択していくべきであることが分かった． 
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図-6 同時確率密度分布 
 
図-7  同時非超過確率累積分布 
 
図-8  二変数の再現期間の同確率等値線 
 
図-9  条件付き非超過確率分布図 
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表-3 確率算定結果 
